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С Е Р И Я  П Р И М Е Р О В
П О Ч Т И  Д И С Т Р И Б У Т И В Н Ы Х  М Н О Г О О Б Р А ЗИ Й  К О Л Е Ц  Л И
П РО С Т О Й  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И *
В веден и е
Л .А .Б окуть поставил задачу описания многообразий колец (алгебр) с 
дистрибутивной решеткой подмногообразий [1, вопрос 1.19]. Будем для крат­
кости называть такие многообразия дистрибутивными.  Тогда почти дис­
трибутивным  естественно назвать многообразие, у которого решетка под­
многообразий недистрибутивна, но все собственные подмногообразия дис­
трибутивны. В работе автора [2] обоснована возможность описания почти 
дистрибутивных многообразий в широком классе обобщенно разрешимых 
колец Л и, в частности, доказаны следующие факты:
1. К аж дое почти дистрибутивное многообразие разрешимых колец Ли 
порождается конечным кольцом.
2. К аж дое недистрибутивное многообразие разрешимых колец Ли содер­
жит некоторое почти дистрибутивное многообразие.
Первый из них указы вает на принципиальную обозримость множества раз­
решимых почти дистрибутивных многообразий, а второй показывает, что 
описание почти дистрибутивных многообразий привело бы и к определен­
ному описанию разрешимых дистрибутивных многообразий: в самом деле, 
предъявив полный список почти дистрибутивных многообразий, мы свели 
бы проверку дистрибутивности того или иного конкретного многообразия к 
проверке того, содержит ли оно данный набор конечных колец.
Вопрос об изучении почти дистрибутивных многообразий колец поста­
влен Ю .Н.М альцевым в [1, вопрос 2.81]. Первым естественным шагом на 
пути описания почти дистрибутивных многообразий должно быть получение 
их конкретных примеров. Д ля  ассоциативных колец известно пять счетных 
серий таких многообразий [3]. Автором [4] были указаны две счетные серии 
почти дистрибутивных многообразий колец Л и, в которых каждое много­
образие из этих серий имеет характеристику р 2 для некоторого простого р.
* Р абота вы полнена при поддерж ке м еж вузовской  научной п рограм м ы  “У ниверситеты  
России — ф ун д ам ен талвн ы е исследования” (проект №617).
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В данной работе строится первая серия примеров почти дистрибутивных 
многообразий колец Ли простой характеристики.
При работе с лиевыми многочленами мы будем использовать левонорми­
рованную запись, а через у х 11 обозначать одночлен ( .. . ( ( у х ) х ) .. .х).  Чаще
4-----V-----'
п раз
всего мы будем иметь дело с метабелевыми кольцами Ли. В таких кольцах
т
каждый многочлен можно представить в виде Е  ад ад/д( а д , . . .  ,жт ) =  0, где
г =  2
hi(x  1, . . .  ,жт ) — некоторые коммутативные многочлены с целыми коэф ф и­
циентами.
Буква р всегда будет обозначать произвольное простое число. Через 
обозначим многообразие колец Л и, задаваемое тождествами
рх = 0, (1)
ху(гг)  =  0 , (2 )
х у г р + у г х р +  г х у р — 0, (3)
х у г 2р~г — 0, (4)
адада^ад • • • х 2р + Е  х гх кх р2х г • • -Хк-гХк+г * * *х 2р =  0, (5)
к = 3
ад ад • • •х 3р =  0 . (6)
Основным результатом работы является 
Т еор ем а. При любом простом р многообразие является почти дистри­
бутивным .
1. П редварительны е сведен и я и вспом огательны е результаты
Начнем с некоторых сведений о тож дествах (не обязательно лиевых) ко­
лец. Эти сведения в основном носят фольклорный характер, но для облег­
чения чтения дальнейших доказательств мы приводим их здесь в удобной 
для применения форме, преимущественно следуя [4]. Д ля  упрощения ф ор­
мулировок мы не будем делать различия между тождеством /  =  0 и его 
левой частью / .  В частности, определения, даваемые для многочлена / ,  
будут применяться и к тож деству /  =  0.
Как и в [4], назовем многочлен / ( а д , . . . ,  х п) к-одпородпым степени £ 
(0 < I < к) по переменной  ад, если остатки от деления на к степеней вхож де­
ния переменной ад в каждый одночлен из / ( а д , .. . ,ад ) равны I. Многочлен 
/ ( а д , . . . ,  х п) назовем к-одпородпым степени к по переменной  ад, если сте­
пени вхождения переменной ад в каждый одночлен из / ( а д , .. . ,ад ) делятся 
на & и не равны 0.
Пусть 03рт — многообразие колец, заданное тождеством ртх =  0.
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Л е м м а  1. (См. [4, лемма 2].) Пусть f ( x  1, . . . , ж п) =  0 — тождество  
в кольце R  £ Если wj(x  1, . . . , ж п) — (р — 1 )-однородная степени I
(0 < I < р — 1) по переменной  ад компонента многочлена  /(а д , • • ч х п)> то 
w \ ( x i , . . . ,  х п) — 0 — тождество в кольце R.
В дальнейшем, говоря “тож дество /  =  0 зависит от п переменных” , будем 
подразумевать, что каж дая переменная входит в каждый одночлен много­
члена / .  М ногочлен / ( а д , . . . ,  х п) назовем k -однородным, если для любого i 
из { 1 , . . . ,п }  найдется такое 7, что / ( а д , . . . ,  х п) — ^-однородный степени I 
(0 < I < к) по переменной ад. Следуя [4], назовем многочлен /(a? ı, . . . ,  х п) 
р-приведенным , если он (р — 1)-однороден степени 1 по каждой переменной.
Л ем м а  2. (См. [4, лемма 5].) Любое конечное множество тождеств  
эквивалентно в многообразии  Я5рт некоторому конечному множеству  р- 
приведенных тождеств .
Нам потребуется понятие однородного многообразия. Пусть F^  — аб­
солютно свободное кольцо счетного ранга, F00 (п) — подгруппа в ЕД, поро­
жденная всеми одночленами степени п. Подгруппы F00 (п) образуют граду­
ировку кольца i^oo, т.е. аддитивная группа кольца F^  является прямой сум­
мой групп F0о(п) по всем натуральным п, причем F00(n)F 00(m)  С F00(n + m).  
Ясно, что если идеал J  кольца F^  разложим в прямую сумму своих под­
групп J  П F0о(п)  по всем п, то фактор-кольцо F ^ / J  наследует эту градуи­
ровку. Многообразие колец X  мы будем называть однородным, если соот­
ветствующий ему вербальный идеал кольца F^  обладает указанным свой­
ством. Если F  — свободное кольцо счетного ранга однородного многообра­
зия X  и F(n)  — образ группы F ^ n )  при естественном гомоморфизме, то 
F  — ®^°=ı Е (п ), причем F {n)F{m )  С F ( n  + т).
Через dey и dey будем обозначать степень и нижнюю степень многочле­
нов. Пусть F n — {h  £ F  | degh > n}.
Л ем м а  3. (См. [4, следствие 2].) Если в подмногообразии ЯЛ многообра­
зия  03 рГП однородные компоненты всех р-приведенных тождеств являются  
тождествами , то многообразие ЯЛ однородно.
Отметим, что многообразие нильпотентных ступени к колец Ли является 
однородным.
В дальнейшем нам многократно потребуется проверять, выполняются ли 
в некотором кольце, заданном порождающими и определяющими соотноше­
ниями, те или иные тож дества. Д ля  этого будет полезна
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Л ем м а  4. (См. [4, лемма 10].) Пусть R  — кольцо и /(ж  i , . . . , x n) =  0 — 
равенство} выполняющееся на порождающих кольца R, такое, что для ка­
ждого 1 < i < п в кольце R  выполняются тождества
/(ж ь  .. .,ж г_1,жр,жг + ь .. .,ж Д  =  0 , (*)
/(ж ь  .. +  У,жг-+Ь .. .,ж Д  =
= /(ж ь  .. .,ж г_ 1,ж ,жг+ь .. .,ж Д  +  / ( « ! , .  . .,Жг_1,р,Жг + 1, .. .,ж Д . (**)
Тогда / ( x i ,  • • • ? х п )  =  0 — тождество в кольце R .
Через 01 обозначим многообразие всех абелевых колец Л и, а через 212 
— многообразие всех метабелевых колец Ли. Пусть ЯЛ — произвольное 
нильпотентное многообразие, лежащ ее внутри ЯЗр* П 212 при некотором на­
туральном к. Следующие две леммы уточняют вид р-приведенных тож деств 
по модулю тож деств многообразия ЯЛ. Д ля  удобства их формулировки вы­
делим в р-приведенном тож дестве /  =  0 от т  переменных две однородные 
компоненты: полилинейную / т  и компоненту / т +р_ i степени т  + р — 1.
Л ем м а  5. (См. [4, лемма 8].) По модулю тождеств многообразия ЯЛ либо 
полилинейная компонента f m многочлена  /  приводится к виду ру для неко­
торого полилинейного многочлена у , либо тождество  /  =  0 эквивалентно  
тождеству f m — 0.
Л ем м а  6. (См. [4, лемма 9].) По модулю тождеств многообразия ЯЛ либо 
компонента f m+p-1  многочлена  /  представима в виде
рд +  У ] ai jkXiXjXpx ■ ■ • ж,- • • • Xj ■ ■ ■ x k • • • х т ,
ЛЛ
либо тождество  /  =  0 эквивалентно паре тождеств f m =  0 и
адДДз • • -хт =  0 .
Л ем м а  7. Тождества  * * тх п — 0 и x ix 2x3 • • 'Xn+p_i =  0 эквивалент­
ны по модулю тождеств многообразия 212 П ЯЗрк .
Д ок азател ь ств о . Очевидно, что тож дество адж^хз • • -хп — 0 — следствие 
тож дества Ж1Ж2х3 • • *xn+p_i =  0.
Обратно, пусть многообразие X  задано внутри многообразия 212 П ЯЗрк 
тождеством x ix ^x ^  • • - хп — 0. Очевидно, что р^ададжз • • 'Xn+p_i  =  0 в X.  
Выберем минимальное т  такое, что тож дество рт ададжз • • 'Xn+p_i  =  0 вы­
полняется в X.  Если т  — 1, то все доказано.
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Если т  > 1, то, линеаризуя по переменной х 2 выполненное в X  тождество 
рш~хх 1 X^X3 • • -хп — 0, с учетом метабелевости получим
р
! ) ! ж12/г'2/1 • • •&••  -Ур х з •• - х п =  0.
İ = 1
Р
Таким образом, рт ^  $\У{У\ "  шШ "  шУр%з • • • =  0 — тож дество в 3£. Ис-
г = 1
пользуя тож дество Якоби ( х ^ у 1 =  У\У1Х\ +  и метабелевость, можно
представить его в виде
р
РШХ 1У1 У2 ■ • •УрХз ■■■Хп + р Ш~ 1 ^ 2у 1У^У2  ■ - -Ш ■ • • УрХ\Хз  ■ ■ - х п =  0.
г =  2
Из этого, по выбору числа ш, следует тождество
р
рт - 1 ^ 2 у 1у{у2 ■ . . у { ■ --урХгхз • • -хп = 0.
г =  2
Вычтем из этого тож дества тождество, получаемое из него же перестанов­
кой переменных х\  и |/2, получим тождество
Р т ~ 1 ( У1 У2Уз ■ ■■ У р Х г х з ■■■хп -  У1 х г у 2 ■ - - у р Х 3 • • - х п ) =  0,
которое, в силу метабелевости и тож дества Якоби {у\У2%\ — У\Х\У2 — Х\У2У1 )^  
эквивалентно тож деству
р т ~ 1 х 1 х 2 х 3 ■ - - Х п + р - г  =  0.
Таким образом, при т  > 1 получили противоречие с минимальностью т.
2. Д ок азател ь ств о  теорем ы
Пусть <ТЕ(р)2 — двумерное векторное пространство над полем из р эле­
ментов, Ур =  {(<т,/3)} — множество всех одномерных подпространств в 
<ТЕ(р)2, задаваемых направляющими векторами. Их количество р +  1 > 2 
при любом р.
Д ля каждого пространства (о,/3) £ Ур определим многообразие <£ра ,^ \  за­
даваемое внутри многообразия (из формулировки теоремы) тождеством 
Сра,/3\ х ,  у) =  0, где
у) =  а ( х у х 2р~ 2 — х у рх р~1 +  х у 2р~г) +  (Зхурх 2р~2.
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Л ю бая пара различных так определенных многообразий пересека­
ется по многообразию (£р, задаваемому внутри двумя тождествами:
Ср1,0\ х , у )  = 0 и С10,1\ х , у )  = 0.
Роль многообразий ясна из следующего предложения.
П р ед л о ж ен и е  1. Многообразия из множества М  =  { ф Я  I ( а , (5) е 4 }  
— несравнимые собственные подмногообразия в (£р.
Д ок азател ь ств о . Обозначим через К  свободную метабелеву нильпотент- 
ную ступени 3р алгебру Ли с двумя порождающими г, 5 над полем из р 
элементов. Ясно, что как пространство над этим полем К  имеет базис 
{г, 5} и { гвЕв 3 | г -\~ /  < 3р}.
Пусть а — произвольное отображение множества {ж, у, 2} в множество 
{г, 5}. Рассмотрим идеал 1 кольца 16, порожденный элементами
х а у а ( г а ) р1а — х а у а г а ( 1а)р ^ х а у а ( г а ) 2р~г ^ С^а ’^ (ж<т, у а)
при всевозможных <т. Через 12 обозначим фактор-кольцо К / 1 .
Покажем, что кольцо 12 леж ит в многообразии и в Е  не выпол­
няется хотя бы одно тож дество из пары Ср1 ,0\ х , у )  =  0, Ср0,1 \ х ,  у) =  0. В 
таком случае пересечение любой пары многообразий из множества М  не бу­
дет леж ать в М , следовательно, все многообразия из М  будут различными 
и не совпадающими с (£р. Тем самым предложение будет доказано.
Пусть в Е  не выполняются какие-то тож дества вида
( х 1 Х2иСР — Х1 Х2иРс )х 3Х4 • • • х п =  0. (7)
Выбрав среди них тож дество максимальной длины, существующее в силу 
нильпотентности 12, получим многочлен /  =  ( х 1 Х2иср — Х1 Х2ирс )х 3Х4 • • -жп, 
удовлетворяющий условиям леммы 4. Действительно, в силу максималь­
ности длины /  свойство (*) выполняется для подстановки произведения ху  
вместо х\  или ж2, а вследствие метабелевости — для подстановок вместо 
остальных переменных. Свойство (**) выполняется вследствие метабеле­
вости и тож дества рх  =  0. Следовательно, /  =  0 в 12, что противоречит 
выбору тож дества (7). Отсюда x y z pt — хугб9 =  0 — тож дество в 12.
М ногочлен /  =  х у г р +  у г х р +  г х у р, в силу метабелевости и тож дества 
рх  =  0, удовлетворяет условию (**) леммы 4 и, в силу метабелевости и 
тож дества x y z pt — x y z t p — 0, удовлетворяет условию (*) леммы 4. В силу 
антикоммутативности / ( г ,  г, з) =  / ( г ,  5, г) =  / ( з ,  г, г) =  / ( г ,  5, з) =  / ( 5, г, з) =  
/ ( 5 , 5, г) =  0. Следовательно, х у г р + y z x p + z x y p =  0 — тож дество в 12. 
Пусть в 12 не выполняются какие-то тож дества вида
Х1 Х2х р^~ 1 Х4 • • -хп — 0 . (8 )
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Выбрав среди них тож дество максимальной длины, существующее в си­
лу нильпотентности 42, получим многочлен /  =  Х1 Х2х^р~1 х 4 • • • удовле­
творяющий условиям леммы 4. Действительно, по выбору /  тождество 
( х у ) х 2ТзР-1т 4 • • -хп — 0 выполняется в 42, по модулю тож дества метабеле- 
вости Х1 Х2х^р~1 Х4 • • •(х у ) • • -хп — 0 и по комбинаторной лемме из [2]
х г х 2 ( х  +  у ) 2р ~ 1х 4 • • - Х п  -  Х 1Х 2 Х 2р ~ 1 Х 4 • • - Х п  +  Х \ Х 2 у 2р ~ ХХ 4 +
+  х г х 2 ( х р у  -  х у р ) д ( х , у ) х 4 - - - х п
для некоторого коммутативного многочлена д(х ,у ) .  Учитывая, что x y z pt — 
хуг^р =  0 — тож дество в 42, получаем условие (**) леммы 4. Следовательно, 
/  =  0 в 42, что приводит к противоречию с выбором тож дества (8). Таким 
образом, х у г 2р~х =  0 — тож дество в 42.
Проверим, что многочлен х 4х 2х \  • • • %2р + ^ ^ 2  Х1 Х^ 2 * * * ж? * * * х 2р — 0 удо­
влетворяет условиям леммы 4. Действительно, свойство (**) выполняется 
в силу метабелевости и тож дества рх  =  0 и свойство (*) выполняется по 
метабелевости и нильпотентности ступени 3р кольца 42. Отобразим множе­
ство переменных {ж1, . . . , ж 2р} во множество порождающих {г, 5}. Если при 
таком отображении полный прообраз одного из порождающих имеет мощ­
ность больше р, то равенство /  =  0 следует из выполнения в 42 тож деств 
метабелевости, x y z pt — x y z t p и x y z 2p~ 1 =  0. Если же полные прообразы обо­
их порождающих имеют мощности р, то в левой части тож дества получится 
в точности р одинаковых одночленов и равенство /  =  0 следует из выполне­
ния в 42 тож дества рх  =  0. Следовательно, равенство /  =  0 выполняется на 
порождающих кольца 42.
Покажем, что тож дество х у рх р~ 1 г-\-угрур~1 х-\ -гхргр~1у =  0 выполняется 
в кольце 42. Поскольку x y px p~1z — zy px p — z x pyp и zy px p — z y 2p~ 1 х + ( zy y x p — 
z y y px )y p~2, для любых из 42 выполняются равенства
x y px p~1z  +  yzpyp~1x +  z x pzp~1y —
— zy px p — z x pyp +  x z pyp — x y pzp +  y x pzp — y zpx p —
— z y 2p~1x — z x 2p~1y + x z 2p~1y — x y 2p~1z + y x 2p~1z — y z 2p~1x =
(ибо z y 2p~1x — x y 2p~1z  =  (гух  +  y x z ) y 2p~ 1 =  z x y 2p~1)
= z x y 2p~ 1 + x y z 2p~ 1 + y z x 2p~ 1 =  0.
Проверим, что многочлен /  =  Сра ’^ (ж , у) удовлетворяет условиям лем­
мы 4. Действительно, во-первых, в силу соотношений Сра ’^ (ж<т, у а)  =  0 
равенство /  =  0 выполняется на порождающих. Во-вторых, тож дество (*) 
— следствие тож дества метабелевости. В-третьих, имеет место
11
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Л е м м а  8. (См. [2, утверждение на с .12].) Из тождеств рх  =  О, ху(х{) — О, 
х ухр + ух х р + х хур =  О, х у рх р~1г +  у грур~1х +  г х рхр~1у — 0 и х у х 2р~г =  О 
следуют тождество Сра,^ \ х , у  + х) — Сра^ \ х ,  у)-\-СрХ^ \ х ,  х) и тождество  
С^а,0\ х  + z, у) =  С^а,0\ х ,  у) +  Сра’^ \ г ,  у).
Следовательно, свойство (**) тож е выполняется. По лемме 4 тождество 
Сра,^ \ х ,  у) =  0 выполняется в Е.  Таким образом, кольцо Е  леж ит в много­
образии £ра,^ \
Покажем, что хотя бы одно из тож деств Ср1 ,0\ х , у )  =  0 и Ср0,1 \ х , у )  =  О 
не выполняется на порождающих Е.  Д ля  этого докажем, что в кольце Е  из 
Ср1,0^(г, з) =  0 следует /3 =  0 и из Ср0,1^(г, з) =  0 следует а  =  0.
Предполагая, что Ср1,0^(г, 5) =  0 в 42, получаем в кольце К
С ^ ' ° \ г , в )  = ^2 (х (хуа(г а)^а  -  х а у а г а ^ а У ) ^  +
а
+ X  х а у а ( г а ) 2р~1да +  X  С^а,Р\ х а ,  усг)К,
<7 <7
где через обозначены некоторые коммутативные многочлены от г
и 5. Упростим первое слагаемое. Если ха  =  уа  или ха — /<т, то
x a y a ( z a ) pta — х а у а г а ^ а ) р — 0,
во всех других случаях х а у а ( г а ) Н а  — х а у а га (^ а )р — ± ( г з з г р — гззрг). Таким 
образом,
' ^ ^ {хауа{ха)Н а — хауага(к1а)р) / (Т — (гззгр — гззрг ) /
<7
для некоторого многочлена / .
Упростив аналогичным образом второе слагаемое, получим для некото­
рых многочленов д1 и д2
' ^ 2 х а у а ( г а ) 2р~1да- = г з г 2р~1д1 + г з2рд2.
(7
Упростим третье слагаемое.
X  с У У ж с т ,  ус г )к  =  с У ,/3)(г, в)к  1 +  С^а'Р\ з ,  г)Ь2 =
(7
— оСр1,0^(г, 5)(^1 — /г2) +  /Згзрг 2р~2к 1 — [Згз2р~1 гр~1 1г2 =
=  Сра^ \ г ,  з)(/г 1 — /г2) +  /3(гззгр — гззрг)зр~2гр~2к 2.
Поскольку форма лиевого многочлена (3(гззгр — гззрг)зр~2гр~21г2 соот­
ветствует форме, к которой мы привели первое слагаемое, можно вклю чить
12
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этот многочлен в первое слагаемое. М ногочлен к 4 — 1г2 — это сумма свобод­
ного члена 7 и многочленов вида г/г3 и зк 4. Отсюда
ф ^ ( г ,  з ) (к г -  к 2) =  7 ф ^ ( г ,  з) +  ф ^ ( г ,  з ) гк з +  ф ^ ( г ,  з )зк4.
При этом многочлен Сра ’^ ( г ,  в)г имеет вид
С р а ’^ \ г ,  з ) г  =  а ( г З Г 2 р ~ Х — Г 3р г р +  Г5 2Р - ! Г  ^ _|_ / З г з р г 2р~ 1 =
_  г з г 2р - 1 ^а р 8р - 1  ^ _  а (^г з згР _  Г33рг)зр~2.
Следовательно, можно считать, что Сра^ \ г ,  Д г — это часть первого и вто­
рого слагаемого. Аналогично Сра^ \ г ,  5)5 — часть первого и второго слага­
емого.
Таким образом, после всех упрощений получаем
ф 0)(г, в) -  7 в) = С ^ а' - ^ \ г ,  в) =
— (гзгр3 — гзгзр) /  +  г з г 2р~хд\ + г з з 2р~хд2. (9)
Рассмотрим такое множество одночленов от г и 5:
Д = {гвг*(р- 1М р- 1) | к,£ >  0, к +  I <  3}.
Многочлен Ср1 1а' 1^ \ г ,  в) есть линейная комбинация одночленов из Д. В
правой части равенства (9) линейная комбинация одночленов из А имеет вид 
гз (гзр — грз ) $ . Если представить /  в виде линейной комбинации однородных 
компонент, то легко видеть, что в любой однородной компоненте правой ча­
сти сумма коэффициентов при одночленах из А равна нулю. Если бы вектор 
(1 — 7 0 , —д/3) был ненулевым, то в многочлене Ср1 7/5^(г, Д  имелась бы 
однородная компонента, не обладающ ая таким свойством, значит, 1 —7 0  =  О 
и 7 =  а ~ х ф 0, откуда /3 =  0. Таким образом, доказано, что в кольце Е  из 
Ср1,0^(г, 5) =  0 следует /3 =  0. Двойственным образом получаем, что в кольце 
Е  из Ср0,1^(г, Д  =  0 следует а  =  0 .
Поскольку по определению множества многообразий М  числа а  и /3 
не равны нулю одновременно, хотя бы одно из тож деств Ср0,1 \ х ,  у) =  0 
и Ср1 ,0\ х , у )  =  0 не выполняется в кольце Е.  Предложение доказано.
Пусть X  С 2) — некоторые многообразия. Через Е(Х)  обозначим ре­
шетку всех подмногообразий многообразия X ,  а через [3£, 2)] — интервал 
решетки всех многообразий с концами X  и 2).
Д ля  доказательства теоремы достаточно показать, что многообразия 
(су/3) £ Тр} составляю т полный список максимальных собственных
13
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подмногообразий многообразия и решетки их подмногообразий дистри­
бутивны. Действительно, в этом случае решетка Т (£ р) имеет подрешетку 
вида
и все собственные подмногообразия в дистрибутивны.
Пусть X  — некоторое многообразие. Через ЗЕД будем обозначать мно­
гообразие всех нильпотентных индекса не более к колец многообразия X.  
Пусть ЯЛ — подмногообразие однородного многообразия X,  содержащее ЗЕД. 
Следуя [5], будем называть ЯЛ ^-расщ епляемым, если в нем для любой пары 
многочленов Д  и / 2 таких, что дед$\ < &, дед/ 2 > к , из тож дества Д  =  Д  
следуют тож дества Д  =  0 и Д  =  0. В частности, если ЯЛ — однородное мно­
гообразие, то оно является ^-расщепляемым. По теореме 1 из [5] решетка 
всех ^-расщ епляемых подмногообразий в X  изоморфна подпрямому произве­
дению решеточных интервалов [ЗЕД,ЗЕД+1] и [ЗЕД+1, 3£]. В частности, если все 
подмногообразия многообразия X  однородны, то решетка ^-расщепляемых 
многообразий составляет интервал [ЗЕД,3£]. Если же многообразие X  еще и
что реш етка Ь(Х)  — [Х \ ,Х \  получена только при помощи операции под- 
прямого произведения из решеток [ЗЕДЗД] =  Т(ЗС2), [ЗД, ЗД ],. . . ,  [Хп- \ ,  Х п\. 
Таким образом, для доказательства дистрибутивности решетки подмного­
образий нильпотентного многообразия Х п достаточно проверить дистрибу­
тивность всех решеток вида [ЗЕд_1, ЗЕд], г < п, и однородность всех подмно­
гообразий многообразия Х п . Проверку однородности будем производить на 
основании леммы 3.
Л ем м а  9. Пусть К  — кольцо из (Д. Если  /  =  0 — р-приведенное тожде­
ство в К от п (п > 3) переменных, то однородные компоненты многочлена  
/  — тождества в кольце К.
Д ок азател ь ств о . Рассмотрим свободное кольцо Ли К  со свободными обра­
зующими ад, ж2, • • •, . . .  . Обозначим через Е  вербальный идеал кольца
16, соответствующий многообразию (£р, через I 1 — вербальный идеал коль­
ца 16, порожденный /  +  Е.  Поскольку х \ х 2 • • • х%р £ Е  и многочлен /  —
/$*-(ар+ъ/?р+1)'-'Р
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р-приведенный, то для любого целого к > 2 / п+Цр-1 ) ^ С1, следовательно, и
/п +  /п+р- 1 +  /п-\-2р — 2 £
Покажем, что многочлены / п , / п+р_ 1, / п+2р- 2  леж ат в Е.
Если тож дество /  =  0 эквивалентно / п =  0 по модулю тож дества мета- 
белевости и тож дества р2х =  0, то все уж е доказано. Допустим противное, 
тогда по лемме б и с  учетом того, что рх  =  0 в (£р, получаем / п £ Е . При 
п > р +  2 п +  2р — 2 > Зр, и лемма доказана. Рассмотрим случай п < р +  2.
Если тож дество /  =  0 эквивалентно а д а ^ з  • • • а;  ^ =  0 по модулю то­
ждеств метабелевости и тож дества ркх =  0, то все уж е доказано. Действи­
тельно, из тож дества Якоби следует х у г р — х г ру — у грх, значит, / п+р_1 =  0 и 
/ п+2р-2  =  0 — следствия тож дества х\х\х% * * - а^ =  0. В противном случае, 
используя лемму 6 и тож дество рх  =  0 , можно представить многочлен /  по 
модулю идеала Е  в виде
^  ^  ^ i j k x i x  j x  рх 1 ’ ’ ’ х  г '  '  '  x j  '  '  '  х  к '  '  '  х  т  •
ЕЕ
Поскольку р;?аА =  — г х у р в многообразии (£р, многочлен /  можно по
модулю идеала Е  представить в виде
п
/З2Ж2Ж1Ж3Ж4 •••Хп +  У У г 'жг'ж1ж2жЗ
г=3
Допустим, что найдется такое Д что Д  /  0. Рассмотрим эндоморфизм 
а/ кольца К  с действием
„ ы =  р *  " р "  * *
аца^+х при к — I.
Идеал Е  <т-инвариантен, следовательно,
XIX п-\-1 Х-^Х 2 * аД • • • Хп Д  / п+2р — 2 (Х1? • • • ? х 1 — 1 ? ^^п-|-1 ?Е+Ъ -**?ж?г) £ Е.
Поскольку степень / та+2р—2(^ 1, . . . ,  ац_ь  ада^+1, ац+ ь  . . . ,  х п) равна п +  2р -  1 
и в многообразии (Д выполняется тож дество х у рг х р~х =  х у ргр — г х рур (ибо 
Хург х р~1 +  г х рур — х у ргр — —( ху г р + у г х р + г х у р)ур~1 +  г х у 2р~х), каждый од­
ночлен многочлена / п+2р - 2 Д ъ  • • • ? х 1- 1? ж^ ж?г+ъ Е + ъ  • • • 7 жп) леж ит в Е  или 
делится на одночлен вида у\У2 *** Уп Уп+г • Следовательно, по нильпотент­
ности (Д ада^+ха^ад • • • ау • • • х п £ Е . Аналогично каждый одночлен из 
/ 71+233—2(^ 1, . . . , х п) леж ит в Е  или делится на одночлен вида угу2 • • -УпУп+х, 
следовательно, f n^.2p—2 и /тг+р—1 — /  1п /п-\-2р—2 леж ат в Е.
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Л ем м а  10. Любое р-приведенное тождество от двух переменных эквива­
лентно по модулю тождеств многообразия одному из тождеств:
ху  =  0 ; х у р =  0 ;
х у рх р~х =  0 ; х у 2р~х — 0 ;
А( х у х 2р~ 2 — х у рх р~х +  х у 2р~г) +  у ( х у рх 2р~2) =  0, А, у  £ { 0 , . . .  ,р  — 1}.
Д ок азател ь ств о . В выполняются тож дества х у г 2р~г =  0 и хугё9 — 
x y z pt — 0 , поэтому по модулю любое р-приведенное тож дество от двух 
переменных эквивалентно тож деству вида
/  =  а х у  +  (Зхухр~ 1 +  г)ху р +  ёхурх р~ 1 +  г х у 2р~х +  ( х у х 2р~ 2 +  ^ х у рх 2р~ 2 — 0 .
Если в такой записи а  /  0, то из /  =  0 следует ху  — 0. Пусть а — 0. 
Если /3 /  0, то из /  =  0 и тож дества метабелевости следует тождество 
х ( г ^ х р~ 1 + ^х ( гб )х 2р~ 2 =  0 , а значит, и г 1х р =  0 — следствие /  =  0 в 
многообразии (*/. Поскольку 2р — 2 > р, /Зхухр~1 +  ^ х у р +  ёхурх р~г =  0 — 
следствие /  =  0 в (*/. Подставив вместо х сумму х +  р, получаем
{Зху((х + у У ~ г ~ х р~г) +  ёхур((х + у У ~ г ~ х р~г) — 0
— следствие /  =  0 в (*/. По лемме 1 /Зхур +  ё х у 2р~х =  0 — следствие /  =  0 
в (£р, значит, при / 3 / 0  х у р =  0 — следствие /  =  0 в (£р, т.е. /  =  0 и х у р — 0 
эквивалентны.
Итак, можно считать, что /3 =  0. Аналогично можно считать, что у =  0. 
В этом случае многочлен /  имеет вид
/  =  ёхурх р~ 1 +  е х у 2р- х +  Сх у х 2р- 2 +  £х у рх 2р~2. ( 10)
Подставив вместо х сумму х + р, получаем
-  х ? - 1) +  +  у)2?~2 -  х 2? - 2) +  ( х у ? ( ( х + у )2?~2 -  х 2? - 2) = 0
— следствие из тож дества /  =  0 в (*/. По лемме 1
бху2* - 1 + ( х у 2? - 1 + ( С ^ х у ^ х ? - 1 +  ( х у ? х 2? - 2 +  ( С ^ х у 2? - ^ ? - 1 = 0
— следствие из тож дества /  =  0 в (*/. Поскольку =  0 ( т о й  р), то
(ё + О х у ^ - 1  + ^ х у рх 2р~ 2 =  0 , а следовательно, и (<5 +  С)тр2р_1 =  0 — следствие 
из тож дества /  =  0 в (*/. Аналогично, подставив вместо у в (10) сумму т +  р, 
получаем (ё +  е )х у 2р~1 =  0 — следствие из тож дества /  =  0 в (*/.
Если одна из сумм ё + £ или <5 +  (  не равна нулю, то из /  =  0 следует
х у 2р~х — 0 и ёхурх р~х — 0. В этом случае /  = 0 эквивалентно по модулю 
одному из тождеств: х у 2р~х — 0 или х у рх р~ 1 =  0 .
Если <5 +  в =  <5 +  С =  0 , т.е. ё — —г — — то тож дество /  =  0 имеет вид 
ё ( х у х 2р~ 2 — х у рх р~х +  х у 2р~г) +  {({хур х 2р~2) — 0 .
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Из лемм 9, 10 и 3 непосредственно вытекает
Л ем м а  11. По модулю тождеств многообразия (Д каждое р-приведенное 
тождество либо эквивалентно множеству  своих однородных компонент,  
либо эквивалентно тождеству вида
а ( х у х 2р~ 2 — х у рх р~х +  х у 2р~х) +  /Зхурх 2р~ 2 =  0, где (ар/3) £ Vp.
В  частности, каждое подмногообразие любого из многообразий  (£р1,0  ^ и (£р0,1  ^
однородно.
Л ем м а  12. Любое р-приведенное тождество от п (п > 3) переменных  
степени п + р — 1 эквивалентно по модулю тождеств многообразия (Д од­
ному из тождеств:
ацДДз • • • х п = 0 ;
Х1Х2Т3Х4 * * * х п — 0 ,
п
Х1Х2Т3Х4 * * * х п +  x l x ix 2X3 ' ' ' Хп — 0 при р | П. 
i=3
Д ок азател ь ств о . Пусть /  =  0 — некоторое р-приведенное тож дество от п 
переменных степени п + р —1. Допустим, что тож дество /  =  0 не эквивалент­
но Х2Т1Х3Х4 * * * х п — 0 по модулю тож деств метабелевости и р2х =  0. В таком 
случае, применяя лемму 6 и то, что рх — 0 — тож дество в (£р, получаем, 
что по модулю тож деств многообразия многочлен /  можно представить 
в виде
^  ) e^ijkXiXjXpx\  • • • х ^  • • • х j • • • х к • • • х ш.
Пусть Sn — симметрическая группа порядка п, М ^ -1,1) — подстано­
вочный Д -м одуль, имеющий базис {щ ,  л 2, . . . ,  щД как линейное простран­
ство. Пусть Д™-1 ’1) — модуль Ш пехта, лежащ ий в М ^ -1,1) с системой 
образующих {щ — U j \  i , j  £ {1, 2 , . . . ,  п}}. Определим гомоморфизм р мо­
дуля на Д -м одуль, состоящий из всех нетривиальных в то­
ждеств вида Y ^a kx i1 x i2x 3^x i4: ' ' ' x in — 0 следующим образом: р(щ — и3) — 
XiXjX^x^ • • • х \п_3 (к — любой элемент из {1, . . . ,  г , . . . ,  j , . . . ,  тг}). Сюръек- 
тивность этого гомоморфизма следует из метабелевости многообразия и 
тож деств x y z t p — x y z pt и x y z p + y z x p + z x y p =  0 в нем. Корректность следует 
из лиевых тож деств хх  =  0 , ху  + ух  =  0 , x y z  + yzx  =  xzy.
Известно (см., например, [6]), что при п ф 0 (mod р) модуль 
неприводим, следовательно, в этом случае любое нетривиальное в <£р то­
ждество вида
J 2 a kXn Xn xPt3XH ■ ■ -Xtn = 0
17
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эквивалентно тож деству х \ х 2х^х^  • • • х п — 0. При п =  0 (mod р) модуль 
у О - Л )  имеет единственный собственный ненулевой подмодуль с базисом 
{ щ  + • • • +  ип — (щ  — ип ) +  • • • +  (ип_ 1 — ип )}. Следовательно, в этом слу­
чае любое нетривиальное в тож дество вида a k % п х %х ч ' ' ' х т ~  0 
эквивалентно либо тож деству х \ х 2х^х^  • • - хп — 0 , либо тож деству
п
Х \ Х 2х \ х ±  • • • Х п  +  ^  Х \ Х { Х Р2 Х ^  • • • х п  =  0 .
i = 3
Л ем м а  13. Любое р-приведенное тождество от п (п >  3) переменных  
степени п + 2р — 2 эквивалентно по модулю тождеств многообразия 
тождеству
2р — 1 п
Х \ Х ф  х 3 • • • х п =  0.
Д ок азател ь ств о . Пусть /  =  0 — некоторое р-приведенное тож дество от 
п переменных степени п + 2р — 2. По модулю тож деств многообразия 
тож дество /  =  0 эквивалентно тож деству <7 =  0 , где многочлен у  имеет вид
п
д =  Л Х 2% 1Р~ 1%3 •••Хп +  '<2 2 1Х х 1 х ] Р~ 1 х 2 ■ ■ -Хг ■ • -Хп ,
1=2
поскольку в выполняются тож дества
х у рх р~хг — х у ргр -  г х рур
(ибо х у рх р~гг +  г х рур — х у ргр =  г х у 2р~г — (х у гр +  у г х р +  г х у р)ур~1) и
х у ргр =  х у 2р~хг
(следствие тож дества хугк9 — х у г р^ .
Пусть найдется такое что р не делит /Зр. Используя тож дество х у ргр — 
Ху 2р- 1 г? многочлен д можно представить в виде
д =  Х Х2Х \Р~ 1 х 2, • • • Х п С  Л Х1 Х1 Х2Х з ' ' ' х к ' ' ' х п “Ь ^ 2 Х х 1х 1Р~ 1 х 2 • • • Жг’ • • • .
1фк
Обозначим через г эндоморфизм свободного кольца Ли со свободными 
образующими ад,ж2, . . .  действующий следующим образом:
г(жЭ =  <
х\  +  т 2 при j  — к — 1,
ад +  Tj при j  = к ф 1 ,
Xj при j  ф к.
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Рассмотрим тож дество т(д) — д — 0 — следствие /  =  0. По лемме 1 его 
р-приведенная компонента такж е является следствием /  =  0. Без ограниче­
ния общности при к — 2 она имеет вид
/Зкх 1 х 2х 1 ~1 х 1 х 4
Используя вновь тож дество х у ргр — х у 2р~гг, получаем, что тож дество /  =  0 
эквивалентно тож деству х \ х 2 ~Хх 3 • • -хп — 0 .
Следующая лемма описывает полилинейные тож дества по модулю то­
ждеств многообразия Я12 П Она непосредственно следует из леммы 13 
работы [4].
Л ем м а  14. Полилинейное тождество от п переменных эквивалентно по 
модулю тождеств многообразия Я12 П одному из тождеств:
х гх 2 • • • х п = 0 ;
п
Х\Х{Х2 • • • Х{ • • • х п — 0 при р | п.
1 = 2
Леммы 9, 10, 12, 13 и 14 дают полное описание нетривиальных р- 
приведенных тож деств по модулю тож деств многообразия (£р. Из получен­
ного описания тож деств следует
Л ем м а  15. Каждое собственное подмногообразие многообразия либо со­
держится в многообразии (£р0,1\  либо совпадает с некоторым многообрази-  
ем ф У
Д ок азател ь ств о . Рассмотрим произвольное собственное подмногообразие 
(£ многообразия (£р. Пусть / ( а д , . . . ,  х п) =  0 — тождество, выполненное в 
(Н, но не в (£р. По лемме 2 можно считать, что многочлен /  р-приведенный. 
Если п > 2, то по лемме 9 можно считать, что многочлен /  однородный. В 
таком случае по леммам 12, 13, 14 тож дество /  =  0 эквивалентно одному из
следующих тождеств:
х гхр2х 3 • • • х п = 0 ; ( 11)
Т1Т2Т3Т4 • • •х п =  0 ; ( 12)
х гх 2х ^ х 4 • • -хп +  * * ' х п -  0 при р =  щ (13)
х \ х 2 ~Хх 3 • • •х п =  0; (14)
Х\Х2 • • - х п =  0; (15)
Х1 Х^ 2  ' ' '  * * * х п — 0 при р | п. (16)
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Из (13) следует тож дество х \ х 2х^х^  • • -хр+1 =  0, а из (16) следует тож де­
ство х 1 х 2х 3 • • • х 2р+1 =  0. Таким образом, из каждого из тож деств (11)—(16) 
следует тож дество Х1 Х2х 2р~ 2 =  0 . Следовательно, многообразие (В содер­
ж ится в многообразии (£р0,1 .^
Если п — 2, то по лемме 10 можно считать, что либо из тож дества /  =  
0 следует тож дество х \ х р2х 2р~ 2 — 0 , либо /  =  0 эквивалентно тож деству 
а ( х у х 2р~2 — х у рх р~1 +  х у 2р~г) + (3{хурх 2р~2) — 0 для некоторых о, /3 £ <УЕ(р). 
Следовательно, либо многообразие (В содержится в многообразии (£р0,1\  либо 
совпадает с некоторым многообразием <Вра,^ \
В частности, многообразиями <Вр*’^  исчерпываются максимальные соб­
ственные подмногообразия многообразия (Вр. Следовательно, решетка Р((Вр) 
не дистрибутивна.
П р е д л о ж е н и е  2 . Решетка  £((£р*’^ )  дистрибутивна для всех (су/3) С Ур.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Л емма 15 показывает, что для доказательства дистри­
бутивности всех решеток £((£ра,/^ )  достаточно установить дистрибутивность 
решетки £((£р0,1^). Д ля  краткости обозначим многообразие (£р0,1  ^ через X.  
Заметим, что X  =  Х 3р. Так как многообразие X  нильпотентно, а по лемме 11 
все его подмногообразия однородны, остается проверить дистрибутивность 
интервалов [ЗЕД,ЗЕД+1].
Пусть многообразие принадлежит интервалу [ЗЕД, ЗЕД+1], тогда оно может 
быть задано внутри X  тождеством х \ х 2 • • - ж^+1 и некоторым множеством р- 
приведенных однородных тож деств степени к. Устройство таких тож деств 
описано в леммах 10, 12, 13 и 14. По модулю тож деств многообразия X  од­
нородное тож дество степени к эквивалентно одному из тож деств (в каждом 
тож дестве число переменных п такое, что степень равна к):
Х\Х2Х3 • • х п = 0 (при р < к < 3р); (17)
Т1Т2ТЗТ4 • • х п = 0 (при р + 1 < к < 3р); (18)
Т1Т2ТЗТ4 •• ■Хп +  •
г=3
• х п = 0 (при к = р)\ (19)
2р- 1Х\Х2 х 3 • • х п = 0 (при 2р < к < 3р); (20)
х гх 2 • • х п = 0 (при 1 < к < 3р); (21)
г = 2
• х п = 0 (при к =  р или к =  2р); (22)
РХ\Х2х р~^ = 0 (при к =  2р); (23)
2 рХ1 Х2Хг | — 2 р р — 1 ,— Х\Х2ХХ +  Х\Х 2р- 12 = 0 (при к =  2р). (24)
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По лемме 7 тож дества (17) и (21) эквивалентны.
Покажем, что по модулю тож деств многообразия из каждого из то­
ждеств (22) и (23) следует тож дество (18). Заменив в (22) переменные 
с четными индексами на ф х\  на ж, а на рг-, получим тождество
р х г р У1 ■ ■ ■ Ур- 1  +  Х Г =1 х У{Уг • • •&•• •  У р - 1 * р =  0, т.е.
р - 1
Х Д г/Ш  • • - т  ■ ■ - У р - 1 г р =  0. (25)
i=1
Поскольку хугкр =  х у гН  выполняется в многообразии (£р, тож дество (25) 
эквивалентно
р - 1
хУ1*У%Уз  ■ " У р - 1 +  ^  х у {г у ^ у 2 ■■■гц-  • -^ -1  =  0,
г =  2
которое в силу тож дества Якоби дает
р - 1
(р -  1 ) ж ^ р 2 • " У р - 1 +  г у г х у ^ у з  ■ - - У р - 1  +  ^  ^ х у \ у 2 • • • &  • - - У р - г  =  0.
г =  2
Следовательно,
р - 1
• • -г/р- 1  +  г у 1 х у 2Уз ■ - -Ур - 1  +  ^ ^ х у { у 2 ■■■гц- •-рр_1 =  0.
г =  2
Поменяв местами х и г и вычтя тож дество (25), получим, что тождество 
(18) — следствие тож дества (25). Таким образом, из (22) следует (18). 
Проведя полную линеаризацию (23) по переменной ж2, получим
р
(р -  1 ) ! ^ Ж 1 2 Ш  •••&• • -УрХр1 = 0,
İ = 1
что по тож деству Якоби эквивалентно
р
рх \У\у 2 ■ --УрХр 1 +  ■■■т- • 'УрХ\ =  о.
г =  2
Таким образом, из тож дества (23) следует (25), а значит, и (18).
Пусть к < 2р, тогда между тождествами (17)—(22), очевидно, имеются 
следования (17) Ф> (21) Ф> (22) Ф> (18) Ф> (20). Отсюда интервал [%р,%к+1] 
имеет ширину не более 2 , а стало быть, это — дистрибутивная решетка.
Пусть к > 2р, тогда между тождествами (17),(18),(20)—(24), очевидно, 
имеются следования (17) Ф> (21) Ф> (22) Ф> (18) Ф> (20), (23) Ф> (18) и
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(23) =У (24) [поскольку из (23) и (20) при к =  2р, очевидно, следует (24)]. 
Поэтому по модулю тож деств многообразия ЗЕД+1 любое многообразие из 
интервала [ЗЕД,ЗЕД+1] либо задается одним из тождеств: (17),(18),(20)-(24), 
либо является пересечением пары многообразий, заданных тождествами из 
цепи (17) =У (21) =У (22) =У (18) =У (20) и цепи (23) =У (24). Таким образом, 
решетка [ЗЕД,ЗЕД+1] является подпрямым произведением двух цепей, и, стало 
быть, она дистрибутивна.
Теорема непосредственно следует из предложений 1 и 2 и леммы 15. 
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